INTERPRETACJA DANYCH STATYSTYCZNYCH
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O N OMWDNE

POJECIA WSTEPNE

Statystyka jako dziedzina wiedzy to nauka o metodach zbierania, opracowywania i analizy danych
dotyczacych zjawisk i procesOw masowych. Przedmiotem statystyki sa ilosciowe metody badania
prawidtowosci w zjawiskach masowych, jest to nauka podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci, stad
podziat na:

— statystyke opisowa,

— statystyke matematyczng.
Statystyka opisowa to dzial zajmujacy si¢ metodami opisu danych statystycznych uzyskanych podczas
badania statystycznego. Celem stosowania metod statystyki opisowej jest podsumowanie zbioru danych i
wyciagniecie pewnych podstawowych wnioskow 1 uogdlnien na temat zbioru. Stanowi wstgpne opracowanie
wynikéw pomiardw z proby bez poslugiwania si¢ rachunkiem prawdopodobienstwa majacym na celu
wykrywanie zachodzacych prawidlowosci.
Natomiast statystyka matematyczna zajmuje si¢ podejmowanie poprawnych decyzji dotyczacych populacji
generalnej z wykorzystaniem rachunku prawdopodobienstwa.
Statystyczne metody wykrywania prawidlowo$ci i podejmowania decyzji w warunkach niepewnosci
zakladajg, ze podjecie decyzji dotyczacej badanego zjawiska jest poprzedzone badaniem statystycznym
czyli wykonaniem dostatecznej liczby obserwacji w podobnych warunkach i okreslonym czasie.
Rozrdznia sie:

» Badanie pelne (catkowite), ktore obejmuje wszystkie jednostki zbiorowoSci statystycznej;

» Badanie niepelne (czgSciowe), ktore obejmuje niektore jednostki zbiorowosci statystycznej, ktore sa

elementami proby wyodrebnionej w okreslony sposob.

Jednak nie zawsze badanie pelne oparte na calej zbiorowosci jest przeprowadzane. Decyzja o
przeprowadzeniu badania cze$ciowego moze by¢ podjeta poniewaz:

» Zbiorowo$¢ statystyczna jest zbyt liczna (koszty i czas);

» Badanie ma charakter niszczacy;

» Chodzi jedynie o wyniki orientacyjne.

Losowanie (pomiar)

Populacja generalna Proba
(rezultaty potencjalnych pomiarow) (rezultaty pomiarow)



Zbiorowoscia statystyczna lub populacja generalng nazywa si¢ zbidr wszystkich jednostek statystycznych
majacych przynajmniej jedna cechg stalg oraz pewng liczbe cech zmiennych. Cechy state decyduja o
zaliczeniu jednostek do okre$lonej zbiorowoS$ci statystycznej, natomiast cechy zmienne powoduja
zroznicowanie poszczegdlnych jednostek zbiorowosci. Warto podkresli¢, ze cel badania statystycznego
determinuje zbiorowos$¢ statystyczng np.: (tzn. jezeli chcemy zbada¢ warto$¢ produkcji przedsigbiorstw
przemyshu chemicznego w kraju to zbiorowoscia sa wszystkie zaktady chemiczne w Polsce natomiast jesli
badanie dotyczy wysokosci zarobkow pracownikéw przemystu chemicznego, to zbiorowos$¢ stanowia
wszystkie osoby zatrudniane w tej branzy). ZbiorowoS$ci statystyczne mozna scharakteryzowaé bardziej
szczegdlowo wyrdzniajac populacje:

— skonczone 1 nieskonczone,

— jednorodne i niejednorodne,

— symetryczne i niesymetryczne.
Préba lub populacja probng nazywamy wyodrgbniona przy pomocy odpowiedniej metody statystycznej
czg$¢ zbiorowosci statystycznej. Podzbior ten podlega badaniu, a uzyskane wyniki sg uogdlniane na
populacje generalng. Liczbe elementéw proby nazywang liczebnoscia proby oznacza si¢ n, przy czymn < N.

Og6t metod doboru proby do badania dzielimy na:

» metody statystyczne (metody doboru losowego),

» metody nie statystyczne (metody doboru nielosowego)
Metody statystyczne zwigzane sg z losowym doborem proby charakteryzujacym sie tym, ze dokonujac
losowania poszczeg6lnych jednostek, kazda jednostka zbiorowosci musi mie¢ takie same szanse wejscia do
proby. Proba spetniajaca postulat losowego wyboru nazywana jest proba prosta i jej struktura jest podobna do
struktury catej zbiorowo$ci. Metody nie statystyczne to metody w ktorych wybor opiera sie na osadzie
statystyka, wynikajacym z jego do$wiadczenia oraz wiedzy. Polegaja na wyborze konkretnych jednostek o
ustalonych z gory charakterystykach — stad czesto wymagana jest znajomos¢ parametrow charakteryzujacych
populacje. W metodach tych wystepuje duza doza subiektywizmu zwigzanego z samym dobieraniem
jednostek do proby, przy jednoczesnym zachowaniu obiektywizmu wyboru kryteriow doboru. Nie rzadzi tu
zatem przypadek, poniewaz dobdr nielosowy jest zwigzany z takim sposobem post¢gpowania, w ktérym
ostateczny wybor jednostek powierza si¢ subiektywnym decyzjom o0sob przeprowadzajacych badania.
Zastosowanie tego typu metod nie pozwala na uogdlnienie na cata zbiorowos¢.

Podstawowym i oczywistym postulatem wspotczesnej metodologii badania opinii publicznej jest gwarancja
reprezentatywnosci proby (wyboru grupy osob dla przeprowadzenia sondazu). Probg reprezentacyjng jest
proba losowa dobrze odzwierciedlajaca strukture i relacje zachodzace w danej zbiorowosci, wowczas wyniki
badania dostarcza jak najwigcej informacji o prawidlowos$ciach w badanej populacji.
Aby mie¢ probe reprezentacyjng musza by¢ spelnione dwa warunki:

» proba powinna by¢ dostatecznie liczna,

» kazda jednostka danej zbiorowosci statystycznej powinna mie¢ jednakowg szansg trafienia do proby.
W celu przeprowadzenia badan statystycznych wyodrebniane sg obiekty (np.: osoby, rzeczy, zjawiska)
nazywane jednostkami statystycznymi. Warto jednoczesnie podkresli¢, ze cel badania determinuje sposob
wyodrebniania jednostek (tzn. jezeli chcemy zbada¢ warto$¢ produkcji przedsiebiorstw przemyshu
chemicznego w kraju to jednostkami statystycznymi sg poszczeg6lne zaktady chemiczne w Polsce natomiast
jesli badanie dotyczy wysokosci zarobkoéw pracownikow przemystu chemicznego, to jednostkami
statystycznymi bedg osoby zatrudniane w tej branzy). Niedoktadne okreSlenie jednostek statystycznych moze
spowodowa¢ nieporownywalno$¢ otrzymanych wynikow. Wiasciwos¢ jednostek statystycznych, ktora
podlega badaniu statystycznemu nazywana jest cecha statystyczng. W zaleznosci od celu badania w
analizach uwzglednia si¢ tylko te cechy, ktore sg istotne dla zjawisk bedacych przedmiotem analiz.
Cechy statystyczne dzielg si¢ na:

» ilo$Sciowe (mierzalne),

» jakosciowe (niemierzalne).
Cechg iloSciowa nazywa si¢ taka ceche, ktora moze by¢ wyrazona za pomocg liczby pochodzacej z pomiaru
lub obliczenia. Wsrod cech ilosciowych wyroznia si¢ cechy skokowe (dyskretne) oraz ciggte. Cecha skokowa



moze przyjmowac warto$ci z pewnego skonczonego lub przeliczalnego zbioru liczb. Cecha ciggla jest cecha
przyjmujaca dowolne wartosci liczbowe z pewnego nieprzeliczalnego zbioru (waga ciata, temperatura).
Cechg jako$ciowa nazywa si¢ takg ceche, ktora moze by¢ wyrazona jedynie za pomocg wyrazenia stownego.
Wisréd cech niemierzalnych (jako$ciowych) wyroznia sie tzw. cechy quasi-mierzalne tzn. sg to takie cechy,
ktore w sposoOb prosty mozna przekodowac na cechy mierzalne jak np. pte¢ jest cechg 0-1.

Dana cecha ilo$ciowa przyjmuje na ogo6t rozne warto$ci dla réznych jednostek statystycznych, podobnie
cecha jakosSciowa u roznych jednostek wystepuje w réznych kategoriach. Jesli w okreslonym zbiorze
jednostek statystycznych cecha przyjmuje rozne wartosci liczbowe lub rdzne kategorie jakosciowe to jest to
cecha zmienna. Jesli cecha przyjmuje t¢ sama warto$¢ liczbowa lub wystepuje w tej samej kategorii
jakosciowej to jest to cecha stala. Wyrdznia si¢ rowniez cechy tzw. quasi-stale charakteryzujace si¢ zbyt

matym zréznicowaniem.

Zbiorowos¢ Jednostka statystyczna Cecha statystyczna Charakter cechy statystycznej
statystyczna
staz pracy, mierzalna - ciagta
Pracownicy Wiek (w latach), mierzalna -skokowa
firmy X w Polsce | pracownik wydajnos¢ pracy, mierzalna - ciagta
w 2013 roku placa, mierzalna - ciagta
Wyksztatcenie niemierzalna

Wazrost (cm),

mierzalna -skokowa

Studenci studiéw | Student studiow Waga (kg), mierzalna -skokowa
inzynierskich inzynierskich ptee, quasi-mierzalna
srednia ocen mierzalna - ciagta
Gospodarstwa . .
P dochod, mierzalna - ciggta
domowe w : . .
gospodarstwo domowe wydatki, mierzalna - ciagta
Polsce w 2013 . Lo .
liczba dzieci mierzalna -skokowa

roku

ORGANIZACJA BADAN STATYSTYCZNYCH.

Badania statystyczne (zarowno catkowite jak i cze$ciowe) s3 niejednokrotnie ztozonym przedsigwzieciem
organizacyjnym, sktadajacym si¢ z odrgbnych etapow:

» Przygotowanie badania (okreslenie celu, zbiorowosci/proby, jednostki statystycznej objetej badaniem

oraz zrodta danych i metody badania)

» Pomiar i zebranie materiatu statystycznego.

» Opis statystyczny.

» Analiza materiatu statystycznego i wnioskowanie statystyczne.
Materiat statystyczny to zbior obserwacji, ktory ze wzgledu na zrodta informacji dzieli si¢ na materiat
pierwotny i wtorny. Pierwotne Zrodla gromadzenia informacji obejmuja te wszystkie zrodta, ktore zostaty
przygotowane specjalnie dla badania wybranego problemu. Podstawowymi pierwotnymi zrodtami informacji
sa przede wszystkim studia empiryczne, takie jak obserwacja i badania wykorzystujace kwestionariusze
(ankiety). W przypadku zrodet pierwotnych nalezy dokona¢ pomiaru wartosci cechy z wykorzystaniem
réznych skal pomiarowych: nominalna; porzadkowa (rangowa); przedziatlowa; ilorazowa. Skala nominalna
daje najmniej precyzyjny sposob pomiaru, poniewaz liczby (symbole) w tej skali petnig rolg umowna i stuza
do identyfikacji i klasyfikacji jednostek statystycznych. Podstawg zaliczenia jednostki do danej kategorii jest
fakt posiadania okreslonego wariantu cech (mozna tu tylko powiedzie¢, ze warianty te sa lub nie sg
jednakowe):

*  pled,

* trasy autobusow,

* numer sali wykladowe;j.



Skala porzadkowa posiada wszystkie cechy skali nominalnej, a dodatkowo pozwala na porzadkowanie
jednostek w ramach poszczeg6lnych kategorii pod wzglgdem natgzenia cechy np.:

* 10-stopniowa skala Mohsa mierzaca twardo§¢ mineratow,

*  O-stopniowa skala Richtera mierzaca site trzesienia ziemi,

»  Stopnie wojskowe.
Skala przedzialowa — ma wszystkie cechy skali porzadkowej, ale pozwala na mierzenie dystansu miedzy
jednostkami. Jednakowym rdéznicom miedzy stopniami wiasnosci badanych jednostek odpowiadaja
jednakowe rdéznice w liczbach opisujacych to natezenie np.:

+ lata kalendarzowe;

» Skale temperatur (Celsjusz, Fahrenheit);

* Indeks cen.
Skala ilorazowa (stosunkowa) ma wilasno$ci poznanych trzech skal. Dodatkowo charakteryzuje si¢
posiadaniem naturalnego punktu zero, ktoéry oznacza brak danej cechy np.:

e wiek;

* ceny towarow;

* dlugos¢;

* cigzar
Wtoérne zrodla gromadzenia informacji obejmuja te wszystkie zrodta, ktére nie zostaly opracowane z mysla
o badanym problemie. Gtéwnymi wtérnymi zrodtami informacji sa przede wszystkim:

» publikacje organow panstwowych,

» publikacje placowek naukowo-badawczych,

» materialy wewngtrzne przedsigbiorstw,

» biuletyny agencji badan opinii publicznej lub badan rynkowych.
Korzystajac ze sprawozdawczo$ci statystycznej (zrodla wtérne) nie dokonujemy pomiardéw tylko
gromadzimy dane.

AGREGACJA DANYCH

W wyniku obserwacji statystycznej otrzymujemy zbior danych, zwanych danymi statystycznymi. Nalezy
przy tym podkreslic ze w przypadku cech ilosciowych warto§¢ cechy oznacza warto$¢ liczbowg (liczbe),
natomiast w przypadku cech jako$ciowych termin ten oznacza dowolna z mozliwych kategorii opisu

stownego. Warto$ci cechy statystycznej X oznacza si¢ matymi literami: x;, i =1,...,n . Natomiast jesli
jednostki statystyczne zbadano pod wzgledem kilku cech wéwczas obserwacjag statystyczng nazywa si¢
odpowiedni wektor wartosci [x;,y;, ..., z;] gdziei=1,...,n.

Analize materiatu statystycznego musi poprzedzi¢ jego opis statystyczny, ktérego elementami sa:

» systematyzacja - porzadkowanie i grupowanie, polega na (mniej lub bardziej zr6znicowanym)
podziale niejednorodnej zbiorowosci na mozliwie jednorodne grupy wedlug obranych kryteriow,
charakteryzujacych poszczeg6lne grupy, i odpowiednim zestawieniu danych statystycznych.

» klasyfikacja - przeprowadza si¢ zazwyczaj wedlug wybranych cech, ktorych prawidlowa analiza jest
mozliwa dopiero w ramach otrzymanych jednorodnych grup.

» streszczenie materiatu statystycznego za pomoca kilku miar (wskaznikow),

» prezentacja graficzna.

Zbior wynikéw obserwacji uporzadkowanych wedhug okreslonych cech (kryteriow) nazywamy szeregiem
statystycznym. Najczgsciej wyrdznia si¢ dwa kryteria podziatu szeregow:

» kryterium formalne, zwigzane z budows szeregu, na podstawie ktorego mozemy wyodrebnic:
szeregi szczegOtowe, szeregi rozdzielcze i szeregi kumulacyjne,

» Kkryterium merytoryczne, wynikajgce z typu badanej cechy zbiorowosci, wg ktérego wyrdznia sie
szeregi czasowe i szeregi przestrzenne.

Podziaty te jednak nie wykluczajg si¢ wzajemnie, gdyz np.: szereg rozdzielczy moze by¢ jednoczesnie
szeregiem czasowym lub przestrzennym.



Szeregiem szczegoélowym nazywamy uporzadkowany, wylacznie wedlug wartosci badanej cechy, zbidr
danych. Porzadkowanie polega na ustawieniu wartosci okreslonej cechy danej zbiorowosci lub proby wedlug
kolejnosci rosngcej lub malejacej. Szereg szczegdlowy obejmuje warto$ci zmiennych wystepujacych u
wszystkich jednostek badanej zbiorowosci

Np.

1800,1900, 1900,1900, 1000, 2100, 2100, 2100, 2500, 2500, 2500, 2500, 2500, 2500, 3000, 3500.
Szereg rozdzielczy to zbiér wartosci liczbowych uporzadkowanych wg wariantow pewnej badanej cechy,
przy czym poszczegdlnym wariantom zmiennej przyporzadkowane sg odpowiadajace im liczebnos$ci. Szeregi
rozdzielcze moga dotyczy¢ zarowno cechy jakoSciowej, jak i ilosciowej. Charakteryzuja one strukturg danej
zbiorowosci stad nazywane sg czasem szeregami strukturalnymi.

Otrzymuje si¢ go dzielac zbiorowo$¢ statystyczng na klasy zbiorcze wedlug pewnej cechy i podajac
liczebnosci kazdej z tych klas, zwane liczebno$ciami klasowymi i oznaczonymi n;,i = 1,...,k gdzie k
oznacza liczbg klas.

Szeregi rozdzielcze punktowe budowane sg dla cechy skokowej:

X n; Ocena lokalizacji Liczba punktow sprzedazy
19 1 bardzo dobra 42
dobra 178
20 4 przecietna 213
21 2 zta 41
bardzo zta 20
22 1
23 1
19 1

natomiast szeregi rozdzielcze przedzialowe przede wszystkim dla cechy ciagle;j:

Liczba pracownikéw Liczba punktow sprzedaiy

do 3 290

3-4 85

5-8 42

powyzej 8 77

. . . . Liczba gospodarstw
Liczba osdb w rodzinie Gospodarstwa domowe (%)
domowych

1 3254736 23,99
2 3483408 25,67
3 2741982 20,21
4 2203028 16,24
5iwiecej 1884844 13,89
Razem 13567999 100,00

Budujac szeregi rozdzielcze nalezy zdecydowac o:
> liczbie klas,
» ich rozpigtosci i sposobie okreslania granic przedziatow.
Nalezy pamigtaé, ze dobra klasyfikacja powinna spetnia¢ dwa podstawowe warunki:
» musi by¢ przeprowadzona w sposob roztaczny, co oznacza, ze poszczegolne jednostki o okreslonych
cechach powinny by¢ w sposob jednoznaczny przydzielone do poszczegdlnych klas (grup),
» musi by¢ przeprowadzona w sposdb zupelny, co oznacza, ze klasy powinny obja¢ wszystkie cechy
wystepujace w danej zbiorowosci.
Do ustalenia orientacyjnej liczby klas (k) w zaleznoS$ci od liczebnosci proby (n) wykorzystuje sie nastepujace
reguty:
k <5logn
k=+n
k=1+3,332logn



Rozpieto$¢ (h) przedziatu oblicza sie wowczas wedhug:

Xmax — Xmin
h=—— "

k
Przyktad

PRZYKLAD 1:

Dany jest szereg szczegdtowy o miesigcznych zyskach 60 zaktadow pracy (w tys.zh):
2 27 18 32 36
6 20 17 39 34
5 19 16 29 23
12 18 15 15 40
7 15 17 29 39
10 10 19 30 50
5 12 23 33 45
15 11 25 12 43
14 16 a4 34 8
13 9 28 42 37
7 19 33 34 39
11 27 31 46 42

W celu dokonania agregacji danych nalezy wyznaczy¢:
Liczbe klas (w trzech wariantach w zalezno$ci od sposobu) otrzymano réwng odpowiednio:
k <5logn = 5log60 =8,89 ~ 9
k=Vvn=60=7,74~8
k=1+3,332logn =1+ 3,33210g60 = 6,92 = 7

Rozpigtosc:
Xmax — Xmin
h= k
h=22=533~5 h=2"=6 h=""=685~7
Otrzymane szeregi rozdzielcze:
k=9, h=5 k=8, h=6 k=7, h=7
X; n; Xi n; X; n;
27 1 2-8 6 2-9 7
7-12 8 8-14 10
12-17 11 14-20 14 916 14
o |3 0% | 4 w0 | s
27-32 7 26-32 7
32-37 7 32-38 8 30-37 2
37-42 5 38-44 7 37-44 8
42-50 7 44-50 4 44-51 4

Dodatkowo do prezentacji danych mogg shuzy¢ wykresy statystyczne. Do najbardziej popularnych nalezg:

— histogram, czyli zbiér prostokatow, ktorych podstawy wyznaczone sg na osi OX przez rozpigtosé
poszczegdlnych przedziatéw, a wysoko$ci okreslone sg na osi OY przez liczebnosci odpowiadajace
poszczegdlnym przedzialom;

— diagram, ktory otrzymuje si¢ w wyniku polaczenia punktow bedacych srodkami przedziatow i
odpowiadajgcych im liczebnosci;

Histogram to sposob przedstawiania rozktadu empirycznego cechy statystycznej. Sktada si¢ z szeregu
prostokatow umieszczonych na osi wspotrzednych. Prostokaty te s3 z jednej strony wyznaczone przez
przedziaty klasowe wartosci cechy, natomiast ich wysokos¢ jest okreslona przez:

* liczebnosci

*  czestoscei,

*  gesto$¢ prawdopodobienstwa

elementow nalezacych do okreslonego przedziatu klasowego.



CD. PRZYKLAD 1:

Dla otrzymanych szeregéw rozdzielczych otrzymano nastepujace histogramy:

Liczebnosci:

k=8, h=6

Xi

2-8

8-14

14-20
20-26

26-32
32-38

38-44

44-50

Czestosci

2-8

0,10

8-14

0,17

14-20

0,23

20-26

0,07

26-32

0,12

32-38

0,13

38-44

0,12

44-50

0,07

16
14
12

10

0,15

0,10

0,05

0,00

2-8 8-14 14-20 20-26 26-32 32-38 38-44 44-50

2-8 8-14 14-20 20-26 26-32 32-38 38-44 44-50

Wysokos¢ ,,stupkdéw” to czestosé, ktorg wyznaczamy wg wzoru: w; = % - ich suma =1.

Prawdopodobienstwa
16
k=8, h=6
14
Xi Pi 1
2-8 002
8-14 0,03
8
14-20 0,04
20-26 001 °©
26-32 002 4
32-38 0,02 2 1
38-44 0,02l ©
2-8 8-14 14-20 20-26 26-32 32-38 38-44 44-50
44-50 0,01

W histogramie tym pole powierzchni poszczegolnych ,,stupkow” =1.

A prawdopodobienstwo wyznacza si¢ ze wzoru: p; = —

Wi
hi




ANALIZA STRUKTURY
SYNTETYCZNY OPIS ZBIOROWOSCI STATYSTYCZNEJ

Celem analizy rozktadu jest syntetyczna charakteryzacja zbioru danych niezaleznie od tego czy zbior danych
dotyczy wszystkich jednostek badanej populacji, czy tez jej czg$ci. Obecnie chcemy jedynie ukazaé, jak
syntetycznie i czytelnie zaprezentowac to co najistotniejsze w analizowanym zbiorze danych. Najczgsciej
wykorzystywane charakterystyki opisowe to:

1. Miary polozenia — stuzace do opisywania takiej wartosci zmiennej wokdt ktorej skupiajg sie

pozostate wartosci;

2. Miary rozproszenia - stuzace do badania stopnia zréoznicowania warto$ci zmiennej;
Miary asymetrii — stuzgce do badania kierunku zrdéznicowania;
4. Miary koncentracji - stuzgce do badania stopnia skupienia poszczegdlnych jednostek wokot

sredniej

w

MIARY POLOZENNIA

Podstawowymi parametrami opisujacymi w sposob syntetyczny zasadnicze wlasciwosci pewnych
zbiorowosci sg miary potozenia, zwane tez miarami tendencji centralnej. Przedstawiaja one centrum, $rodek
lub najbardziej typowa warto§¢ w zbiorze danych liczbowych. Najprostszym, cho¢ niedoskonatym, opisem
badanej zbiorowos$ci moze by¢ okreslenie $redniego stanu wartosci badanych cech za pomoca jednej
syntetycznej miary. Miary potozenia mozna oblicza¢ dla wszystkich elementéw badanej zbiorowosci
(populacji) lub dla jej czesci. Od celu i zatozen okreslonego badania zalezy czy dany zbior jest traktowany
jako populacja, czy tez jako préba.

MIARY POLOZENIA
KLASYCZNE POZYCYJNE
e Srednia arytmetyczna e dominanta
e $rednia harmoniczna o  kwantyle (mediana, kwartyle, decyle,
e Srednia geometryczna percentyle)
SREDNIA ARYTMETYCZNA

Najprostszg miarg polozenia jest Srednia arytmetyczna, ktorg otrzymuje si¢ przez podzielenie sumy warto$ci
odpowiadajacych wszystkim elementom zbioru (wszystkich obserwacji) przez liczbe elementow, ktore

wystepuja w tym zbiorze. Jezeli $rednig z wartosci  X;, X,, X3...., X, 0znaczymy symbolem X to obliczamy
ja wedtug jednego ze wzordéw w zalezno$ci od sposobu agregacji danych:

Szereg szczegélowy: Szereg rozdzielczy Szereg rozdzielczy
punktowy (k — klas): przedzialowy:
N Kk Kk
R n.X n.X
X =1t x—id goid
n n n

gdzie: X;— kolejne warto$ci badanego zbioru,

N — liczebnos¢ zbioru danych.

Srednia wykorzystujemy, gdy chcemy scharakteryzowaé zbior wynikow obserwacji (zbiorowosc)
jako cato$¢ za pomoca jednej wartosci. Jej obliczanie jest przydatne tylko wtedy, gdy zbior wynikow
obserwacji jest jednorodny tzn. gdy wchodzace do niego obserwacje (jednostki) sg tego samego rodzaju.
Jednorodnym zbiorem wynikow sg np. dane dotyczace kontroli jakosci jednego typu wedlin we wszystkich



sklepach migsnych we Wroctawiu. Natomiast zbior niejednorodny tworzg wyniki kontroli jako$ci wszystkich
rodzajow wedlin.

PRZYKLAD la:
Majac informacje o wieku osob pracujacych w sekcji ptac pewnej firmy w postaci zbioru liczb: 27, 32, 38,
38, 38, 43,47 149 lat, Srednig wieku obliczamy wedlug podanego wzoru sumujac:
27+32+38+38+38+43+47+49 = 312,
a nastepnie dzielgc sumg przez 8 gdyz tyle osob jest zatrudnionych w tej sekcji, co daje
312: 8= 39.
Zatem $redni wiek osoby pracujgcej w sekcji ptac w badanej firmie wynosi 39 lat.

PRZYKLAD 1b:

Odnotowano nastepujace kursy sprzedazy USD w dziesigciu kantorach w Legnicy (powiedzmy 20 sierpnia
2004 r.): 3,61; 3,62; 3,63; 3,63; 3;66; 3,65; 3,65; 3,65; 3;66; 3,67.

Sredni kurs USD w tym dniu w 10 kantorach Legnicy ksztattowat si¢ na poziomie 3,643 zt.

Zauwazmy, ze otrzymany wynik 3,643 jest wickszy od zanotowanego najnizszego kursu USD oraz

mnigjszy od zanotowanego najwyzszego kursu USD dla wybranych kantorow Legnicy. Mozemy to zapisaé:
3,61=Xpin < X = 3,643 < Xipax = 3,67

Taka nierdownosc¢ jest zawsze spetniona, gdyz analizowany zbidr danych zawiera przynajmniej dwie rézne

liczby.

Srednie sa warto$ciami umownymi, ktore faktycznie moga weale nie wystgpowaé w badanym zbiorze. W
zadnym z dziesieciu kantorow kurs USD nie pokrywal si¢ ze $rednim kursem. Analogiczna sytuacja
wystapita w przyktadzie dotyczacym przecietnego wieku pracownikéw sekcji ptac. Wyznaczony przecigtny
wiek 39 lat nie odpowiada zadnej konkretnej osobie w zbiorze pracownikow.

PRZYKLAD lc:

Po przeprowadzonym Narodowym Spisie Powszechnym Ludno$ci i Mieszkan w 2002 roku postanowiono
obliczy¢ przecigtng liczbe 0os6b mieszkajacych w gospodarstwach domowych w Polsce. Dane zaczerpnigte z
ostatniego Spisu Powszechnego przedstawiono w tabeli 2.

Gospodarstwa domowe w Polsce w 2002 r. wedtug liczby 0sob

Liczba os6b w gospodarstwie Liczba gospodarstw Obliczenia pomocnicze

domowym domowych (w tys.) Xi *n;
Xj N;

1 3307 3307

2 3097 6194

3 2654 7962

4 2405 9620

5 1086 5430

6 462 2772

7 326 2282

sumy 13337 37567

Zrédto: Rocznik Statystyczny 2003, GUS Warszawa, s.....
* ostatni wariant zostat domknigty, gdyz jego liczebnos¢ stanowita niewiele ponad 2 procent
0golnej liczebnosci

Kolumna pierwsza podaje liczbg 0sob w gospodarstwie domowym (od jednej do siedmiu). Natomiast w
kolumnie drugiej zamieszczono liczb¢ gospodarstw domowych, ktore zawieraty kolejno jedna, dwie, trzy,
cztery, pigé, szes¢ i siedem osob.
Przecietng liczbe os6b w gospodarstwach domowych obliczamy dzielagc ogdlng sume liczby osob we
wszystkich gospodarstwach domowych przez sume gospodarstw domowych:

T 37567 _ 282,

13337

A wigc przecigtna wielko$¢ gospodarstwa domowego mierzona liczba 0sob wynosita w Polsce w 2002 roku
2,82 osoby.

Otrzymany wynik moze budzi¢ zastrzezenia, gdyz faktyczna liczba mieszkancow gospodarstwa domowego
wyrazona jest liczbami naturalnymi 1, 2, i.t.d. WielkoS¢ srednia, ktorg otrzymalismy umozliwia nam analize
porownawczqg wielkosci gospodarstw domowych w krajach Unii Europejskiej, lub w jednym kraju w roznych
latach np. 1970, 1980, 1990 i 2000. Wartos¢ ta sama w sobie bez zamystu porownawczego nie przedstawia
wartoSci informacyjnej.




PRZYKLAD 2:

Postanowiono okresli¢ przecigtny wiek kobiety rodzacej dziecko w 2002 roku w Polsce. W tym celu
skorzystano z danych statystycznych zawartych w Roczniku Demograficznym GUS, ktore zamieszczono w
tabeli 3. Informacje o liczbie urodzen zywych wedtug wieku matki sg publikowane przez GUS w tabelach,
gdzie wiek jest pogrupowany w przedziaty klasowe (kolumna 1). W drugiej kolumnie tabeli 3 podano liczbe
urodzen w Polsce odpowiadajaca danej grupie wiekowe;.

Urodzenia zywe w Polsce w 2002 r. wedlug wieku matki

Wiek matki (w latach) Liczba urodzen (w tys.)
19 lat i mnigj 24,3
20-25 106,4
25-30 127,1
30-35 63,0
35-40 25,8
40-45 6,7
45 1 wigcej lat 0,3

Zrédto: Rocznik demograficzny 2003, GUS Warszawa,s.250

Majac w ten sposob pogrupowane dane statystyczne $redniej arytmetycznej nie mozemy obliczy¢. Mozemy
natomiast wyznaczy¢ jej przyblizong wartos¢ przyjmujac srodki przedziatéw jako mozliwe wartosci wieku i
nastepnie dla nich obliczy¢ §rednig wazong. Sposéb ten prowadzitby do dokladnego wyznaczenia $redniej
gdyby istotnie wszystkie dane zaliczone do podanych grup znajdowaty si¢ w $rodku odpowiedniego
przedziatu.

Jezeli $rodek i-tego przedziatu oznaczymy jako X;, to teraz nasz wzdr na $rednig arytmetyczna wazona
przybierze postac:

X -n

k
Y:iﬂ i i

k
2N
i=1

Obliczmy teraz przyblizong wartos$¢ $redniego wieku kobiet rodzacych w Polsce w 2002 roku na podstawie
pogrupowanych danych przedstawionych w kolumnie 1 i 2 tabeli 4 (do przyktadu 4). W tabeli tej w
pozostatych kolumnach ujeto obliczenia pomocnicze.

Tabela 4
Urodzenia zywe w Polsce w 2002 r. wedtug wieku matki- obliczanie sredniego wieku
Nr przedziatu | Wiek matki (w latach) | Liczba urodzen | $rodki przedziatow

klasowego <Xi ; Xj) (wtys.) X. X. - N.
(I) ni 1 1 I
1 15-20 24,3 17,5 425,25
2 20-25 106,4 22,5 2394,00
3 25-30 127,1 27,5 3495,25
4 30-35 63,0 32,5 2047,50
5 35-40 25,8 37,5 967,50
6 40-45 6,7 42,5 284,75
7 45-50 0,3 47,5 14,25
X suma 353,6 X 9628,5

Zrédto: obliczenia whasne na podstawie Rocznika demograficznego 2003
Przyblizong warto$¢ sredniej arytmetycznej wieku rodzacych kobiet wyznaczamy w nastepujacy sposob:

7
< - ;X‘ " 96285
- 7
2N
i=1

Przecietny wiek kobiety rodzacej dziecko w 2002 roku w Polsce wynosit 27,23 roku.

Stosujgc metode bazujqcq na Sredniej arytmetycznej wazonej, gdy wartosci cechy zostaly pogrupowane w
przedzialy klasowe, przyblizenie jest tym dokladniejsze, im mniejsza jest rozpietos¢ przedziatow klasowych.
Interesujgcym moze byc to, ze Sredni wiek kobiet rodzqcych wzrost znacznie od roku 1950 co jest skutkiem
daleko idgcych zmian spolecznych i kulturowych.

Wiasnosé 1: Na warto$¢ srednig mogg mie¢ duzy wptyw wartosci skrajne.



Wiasnosé 2: Jezeli kazdg wartos¢ w zbiorze danych zwigkszymy (lub zmniejszymy) o pewng statg k , to
wartos$¢ sredniej arytmetycznej zwigkszy si¢ (lub zmniejszy) o t¢ stata.

Wiasno$é 3: Jezeli kazda warto$¢ zbioru danych pomnozymy (podzielimy) przez stala liczbe k, to wartos¢
sredniej arytmetycznej zwigkszy si¢ (zmniejszy) k razy.

Wiasno$é 4: Suma odchylen poszczegdlnych wartosci w zbiorze od ich $redniej arytmetycznej jest rowna

N
zeru tzn. Z(Xi -X )=0.

i=1

UWAGA: Im mniejsze wystgpuja roznice miedzy warto§ciami w badanym zbiorze, tym $rednia arytmetyczna
lepiej charakteryzuje sredni poziom interesujacego nas zjawiska. Warto$¢ $rednia moze ulec istotnej zmianie
przy zmianach warto$ci ekstremalnych. Uwaza si¢ to za negatywna ceche $redniej arytmetycznej. Miarami
potozenia, ktore nie posiadajg tej wady sa tzw. statystyki pozycyjne.

SREDNIA HARMONICZNA | GEOMETRYCZNA

Srednia harmoniczna jest miarg rzadko wykorzystywang. Stosujemy ja wowczas, gdy wyniki obserwaciji sa
podane w jednostkach wzglednych (w przeliczeniu na stata jednostke), np. w kg/osobg, km/godz.,
osoby/km2, lub gdy staramy sie uchwyci¢ przecietng intensywno$¢ zmian. Jest ona uzywana do obliczania
sredniej szybkosci pojazdow, §redniego czasu potrzebnego do wykonania jednostki wyrobu, $redniej gestosci
zaludnienia, $redniej szybko$ci obrotow pienigznych. W tresci poznawczej jest identyczna ze $rednia
arytmetyczng, roézni si¢ natomiast sposobem obliczenia z uwagi na odmiennos$¢ danych dotyczacych
badanego zjawiska. Srednig harmoniczng obliczamy wedtug wzoru:

n n

1 1 1 &1
>

T
X X Xy i1 X;

H=

gdzie: Xy, X,.... Xn, - Wyniki obserwacji w postaci liczb stosunkowych natgzenia (w jednostkach wzglednych)

Srednia harmoniczna jest réwna odwrotnosci $redniej arytmetycznej obliczonej dla odwrotnosci
poszczegdlnych wynikdéw obserwacji badanego zjawiska.

Srednia geometryczna podobnie jak $rednia harmoniczna jest znacznie rzadziej stosowana niz $rednia
arytmetyczna do obliczania przecigtnego poziomu wartosci badanego zjawiska. Stosujemy ja szczegbélnie w
zbiorach danych, w ktorych wartosci obserwacji sg przedstawione w liczbach wzglednych oraz gdy
Wystepuja znaczne roznice migdzy warto$ciami (jest ona mniej wrazliwa na wartosci ekstremalne niz srednia
arytmetyczna). Znajduje zastosowanie przy obliczaniu przeci¢tnego tempa badanego zjawiska (przy badaniu
ksztattowania si¢ zjawiska w czasie —t.j. przy szeregach czasowych).

Srednia geometryczng obliczmy wedtug nastepujacego wzoru:

G = Yx,X,..X, = 1 ﬁxi
i=1

gdzie:
Xi — kolejne warto$ci badanego zbioru,
n — liczebnos¢ zbioru danych.



PRZYKLAD 7A:
Stwierdzono, ze aby podlaczy¢ do sieci telefonicznej kazdy nowo wybudowany dom jednorodzinny przy
pewnej ulicy we Wroctawiu do sieci telefonicznej 3 pracownikow telekomunikacji wykonuje t¢ sama
czynno$¢ w réznym czasie: Kowalski — w ciggu 2 godzin, Walewski — w ciggu 4 godz., Kotyrba — w ciggu 8
godzin. Wszystkie domy sg usytuowane w jednakowej odlegtosci od jezdni. Zastanowmy sig¢, jak obliczy¢,
ile czasu zuzywaja $rednio pracownicy telekomunikacji na podiaczenie domu do sieci telefonicznej.

Pracujac rownoczesnie w jednym dniu przez 8 godzin podltacza: Kotyrba jeden dom, Wawelski dwa
domy (4+4), a Kowalski podlaczy najwigcej bo cztery domy (2+2+2=2). A wigc razem potrzebowali 3*§
godz. = 24 godziny na podlaczenie siedmiu domoéw. Czyli §rednio pracownicy na podiaczenie jednego domu
do sieci zuzywaja: % =3 %godziny.

Korzystajac ze wzoru na $rednig harmoniczng otrzymujemy analogiczny wynik :

H= 3 - 3 =24 -3 Egodziny.
111 4 2 1 7 7
o+ —+—+=
2 4 8 8 8 8

2
Natomiast stosujac zwykla srednig arytmetyczng otrzymalibySmy : (2+4+8)/ 3 = ? =4 § godziny. Podajac

w ten sposéb obliczony $redni czas mozna niechcgcy (lub celowo) znieksztalci¢ informacje, ktéra moze
stanowi¢ podstawe w naliczaniu ptac z wykonania zlecen.

PRZYKLAD 7B:

Znajac gesto$é zaludnienia w trzech miastach 100 tysiecznych : 300 0s6b/km?, 400 os6b/km? i 600 0sdb/km?
obliczmy jaka bylaby $rednia gesto$¢ zaludnienia dla trzech aglomeracji miejskich polaczonych razem.
Podstawiajac do wzoru na §rednig harmoniczng otrzymujemy:

H= 3 = 400 0s6b/km?
- 1 1 1 = 0SSO m-.
+ +
300 400 600

Bledem byloby dodanie tych trzech wartosci i podzielenie przez 3: [( 300+400+600)/3]= 433,3 osoby/km?.
Znajac liczbe mieszkancoéw tych trzech miast (100 tys. *3 = 300 tys.) i dzielac ja przez powierzchni¢ jaka
zajmuja wszystkie miasta razem, mozemy sprawdzié, ktdra z otrzymanych $rednich gestosci zaludnienia
jest prawidtowa.
Wyliczmy wigc powierzchni¢ dla kazdego z tych miast:

I miasto: 100 000 0séb : 300 os6b/km” = 333,33 km?

I miasto: 100 000 os6b : 400 os6b/km” = 250 km®

I miasto: 100 000 os6b : 600 oséb/km” = 166,67 km”

Razem miasta zajmuja powierzchnie 750 km?, a wiec prawidtowa $rednia gesto$¢ zaludnienia w tych trzech
miastach wynosi: 300 000 0s6b : 750 km® = 400 osob/km®.

Jak wcze$niej wspomniano $rednia harmoniczna jest parametrem, ktorym dos¢ rzadko si¢ poshugujemy.
Wystarczy bowiem posiada¢ wigcej informacji na temat badanego zjawiska, aby odtworzy¢ wielkosci
bezwzgledne opisujace jego rozmiary, a zatem wykorzysta¢ dla oceny sytuacji przecigtnej S$rednia
arytmetyczng.

KWANTYLE

Kwantyle - definiuje si¢ jako warto$ci cechy badanej zbiorowosci, ktore dziela zbiorowo$¢ na okreslone

czesci pod wzgledem liczby jednostek, czesci te pozostaja do siebie w okreslonych proporcjach

Kwartyl pierwszy Q

dzieli zbiorowo$¢ na dwie czesci w ten sposob, ze 25% jednostek zbiorowosci ma
wartosci cechy nizsze badz rowne kwartylowi pierwszemu Qy, a 75% réwne badz
wyzsze od tego kwartyla

Kwartyl drugi (mediana Me)

dzieli zbiorowo$¢ na dwie rowne czeéci; potowa jednostek ma wartosci cechy mniejsze
lub réwne medianie, a potowa wartosci cechy rowne lub wieksze od Me; stad nazwa
warto$¢ srodkowa




dzieli zbiorowo$¢ na dwie czesci w ten sposdb, ze 75% jednostek zbiorowosci ma
Kwartyl trzeci Qs wartosci cechy nizsze badz rowne kwartylowi pierwszemu Qs, a 25% roéwne badz
wyzsze od tego kwartyla

MEDIANA

Drugim, po $redniej arytmetycznej, najcze$ciej uzywanym parametrem jest mediana (Me), w literaturze
nazywana takze warto$cig srodkowa.

Jezeli X;, X,, X5,..., X, oznaczymy wyniki obserwacji, to mediana oznacza, moéwiac nieformalnie, wartos$¢
najbardziej centralng w uporzadkowanym zbiorze tych samych obserwacji: X gy, X 5 -y Xy - Symbol - X
oznacza najmniejsza co do wielkosci wartos¢ w zbiorze, z kolei X, druga co do wielkosci itd. Sposob

wyznaczania lub obliczania mediany zalezy od tego, w jaki sposob ujety zostat materiat statystyczny, ktérym
dysponujemy.

Dla szeregu szczegotowego pozycja mediany to N,,, = n7+1 1 jej podstawie wyznacza si¢ warto$¢ srodkowa

wedtug wzoru:
Hpl gdy 2 jest nieparzvet e

Adfe = ?

l(xx +x, gdv » jest parzvste

2 3z 37

Szereg powinien by¢ najpierw uporzadkowany (w kolejnosci rosngcej) — nastgpnie odczytujemy warto$¢
wyrazu $rodkowego — dla parzystej liczby obserwacji, albo liczymy S$rednig arytmetyczng wyrazow
sasiadujacych.

PRZYKLAD 8A:

W pigtnastoosobowym zespole pracownikéow firmy DINFO zajmujacej si¢ doradztwem finansowym dla
sektora matych i $rednich przedsigbiorstw wplaty do urzgdow skarbowych z tytutu podatku dochodowego od
0sob fizycznych za rok 2003 byty nastepujace (w zh): 2802, 698, 1505, 2584, 938, 4580, 1030, 1278, 5322,
1350, 1860, 1044, 2056, 3668, 856.

Chcac znalez¢ mediang, nalezy w pierwszej kolejnosci uporzadkowac posiadany zbidér wynikdw, a nastepnie
odszukaé warto$¢ obserwacji srodkowej:

698, 856, 938, 1030, 1044, 1278, 1350, 1505, 1860, 2056, 2584, 2802, 3668, 4580,5322

W naszym przykladzie M, = X .., = Xy =1505zt.

2
Oznacza to, ze potowa pracownikow tej firmy dokonata za 2003 rok wptaty do urzgdéw skarbowych z tytutu
podatku dochodowego od 0s6b fizycznych w wysokosci co najmniej 1505 zt lub inaczej, polowa sposrod
analizowanych osob zaptacita podatek w wysoko$ci nie wigkszej niz 1505 zt.

PRZYKLAD 8B:
Wréémy do uporzadkowanego zbioru wynikéw miesigcznych wynagrodzen brutto o$miu pracownikow z
przyktadu 7:

750, 850, 880, 900, 930, 990, 1000, 2500.

Mediana miesi¢gcznego wynagrodzenia w tej grupie osob zgodnie z wzorem wynosi:

M, =1(x12 +X, )= 1(x6 +X,)= 1 900+930) =915 4.
2 ) 3*’1 2 2
Oznacza to, ze polowa pracownikoéw dzialu Inwentaryzacji zarabia miesi¢cznie nie wiecej niz 915 zi., a
druga potowa nie mniej niz 915 zt. Mediana okazala si¢ tutaj lepsza miarg polozenia charakteryzujaca
srednig place pracownikdéw niz §rednia arytmetyczna (1100 zt) jaka policzono w przyktadzie 7.
Na podstawie przedstawionych tu przykladow wyraznie widaé, ze w przeciwienstwie do S$redniej
arytmetycznej, na warto$§¢ mediany nie maja wptywu wyniki obserwacji skrajnych (krancowych).




Jezeli wyniki obserwacji zostaly pogrupowane w klasy bez przedzialow — to wyznaczenie mediany
sprowadza si¢ do wskazania jednostki $rodkowej i odczytania wartosci jaka jej odpowiadaW tym celu
wyznacza si¢ pozycj¢ mediany:
n
Nye = E
. Przy danych pogrupowanych odnalezienie srodkowej jednostki utatwia skumulowanie liczebnosci.

PRZYKLAD 9:
Pewien wykladowca matematyki skrzgtnie notowal nieobecnosci swoich studentow na jego wyktadzie w 1
semestrze. Otrzymane wyniki przedstawit (ujat) w formie tabelaryczne;j.

Nieobecnosci studentow na wyktadzie z matematyki

nr liczba nieobecnos$ci liczba studentow skumulowana liczba
klasy Xi n; studentow (ng)

1 0 35 35

2 1 39 74 przedziat M,

3 2 22 96

4 3 12 107

5 4 3 110

6 5 1 111

7 6 1 112

X X 113 X

Aby znalez¢ mediang liczby nieobecnosci studentdw na wyktadzie z matematyki nalezy wskazaé pozycje
mediany w uporzadkowanym zbiorze, czyli jednostke s$rodkows. Sposérdd 113 studentow (n=113)
uczeszezajacych na wyktad, jednostke srodkowa znajdujemy :

n+1 113+1 . ,
—= =57 (pozycja mediany).
2 2
A wigc 57 student w naszym uporzadkowanym zbiorze znajduje si¢ (patrzac na liczebnosci skumulowane —
kolumna 3) w drugiej klasie i jego liczba opuszczonych wyktadéow wynosi 1. Czyli mediana =1

nieobecnos¢. Oznacza to, ze polowa studentdow w czasie 1 semestru co najwyzej opuscita wyktad 1 raz, lub
polowa studentOw nie uczestniczyla w wykladzie co najmniej 1 raz.

Natomiast, gdy wyniki obserwacji sg pogrupowane w klasy z przedziatami, wowczas mediang wyznaczamy
metodg analityczna, opartg na interpolacji, wykorzystujac wzor:

N, —S.
Me = X,,, + —&—" Si

nMe
gdzie: X, - dolna granica przedziatu, w ktorym jest mediana,

-h

h - rozpietoéé przedziatu, w ktérym jest mediana,

N . - Pozycja mediany liczona jako potowa zbioru,
S, ; - skumulowane (zsumowane) liczebnosci przedzialow poprzedzajacych przedzial mediany, (suma
liczebnosci przedziatdéw poprzedzajacych przedzial mediany)
Ny

. - liczebnos¢ rzeczywista przedzialu, w ktérym jest mediana.



PRZYKLAD 10:

W tabeli przedstawiono liczbe kobiet zawierajacych zwigzek malzenski w Polsce w 2002 roku wedtug
wieku kobiety. Z tak przedstawionych danych statystycznych nie mozemy wyznaczy¢ sredniego wieku
kobiety zawierajacej zwiazek matzenski uzywajgc sredniej arytmetycznej. Mozemy natomiast postuzy¢ si¢

mediang.
Kobiety zawierajace zwigzek malzenski w Polsce w 2002 r.
wiek kobiety liczba kobiet skumulowana liczba kobiet (ng)
X N;
19 i mniegj 19499 19499
— 20-29 144425 163924
30-39 14628 178552
40-49 5754 184306
50-59 3803 188109
ponad 60 2393 190502
suma 190502 X

Obliczajac (szacujac) mediang w pierwszej kolejno$ci musimy ustali¢ jej pozycje (numer) tzn. potowa
liczebnosci wszystkich kobiet: = 95251, Podstawiajac dane mozemy ustali¢ mediane wieku kobiety
zgodnie z podanym wcze$niej wzorem:

Me = 20+ 95251-19499

144425
Otrzymany wynik oznacza, ze przeci¢tny wiek kobiety zawierajacej zwigzek matzenski w Polsce w 2002
roku to wiek 25,24 lat, a doktadniej, potowa kobiet zawierajacych zwiazek matzenski w Polsce w 2002 roku
nie przekroczvla wieku 25.24 lat.

.10=20+5,24 =25,24

Mediana jest mniej wrazliwa na zmiany wartosci skrajnych obserwacji, niz $rednia arytmetyczna. Jest
obliczana wszedzie tam, gdzie nie ma mozliwo$ci obliczenia §redniej arytmetycznej, np. gdy dane sa
przedstawione w postaci szeregu rozdzielczego z niedomknigtym pierwszym i ostatnim przedzialem
klasowym. Lepiej charakteryzuje badana populacj¢, gdy srednia arytmetyczna nie plasuje si¢ na pozycji
centralnej w posiadanych wynikach (tzn. kiedy nasze wyniki wykazuja wyrazng asymetri¢). Trzeba pamigtac,
ze im bardziej §rednia arytmetyczna rozni si¢ od mediany, tym lepiej mediana wyraza tendencj¢ centralna.

KWARTYL PIERWSZY Q1 i KWARTYL TRZECI Q3

Oprocz mediany w statystyce opisowej stosowane sg tez inne miary pozycyjne o podobnym znaczeniu.
Dziela one uporzadkowany zbioér wynikdw obserwacji na wiecej niz dwie jednakowo liczne czgsci. Kiedy
dzielimy taki uporzadkowany zbior wynikow na 10 cze$ci — mamy do czynienia z decylami, a kiedy dzielimy
na 100 czgéci — z percentylami. Ogolnie miary pozycyjne tego typu nazywamy kwantylami. Jednak
najczesciej w statystyce opisowej stosowane sg kwartyle (zwane wartosciami ¢wiartkowymi).

Dla szeregu szczegotowego kwartyl pierwszy i trzeci wyznacza si¢ w ten sposob, ze w dwoch czgéciach
zbiorowosci, ktore powstaly po wyznaczeniu mediany, ponownie wyznacza si¢ mediang; mediana w
pierwszej czegsci odpowiada kwartylowi pierwszemu, a w drugiej kwartylowi trzeciemu.

Pozycja kwartyla pierwszego i trzeciego

n+1 3(n+1)
N = N -
ATy Q3 4



PRZYKLAD 10:

W zbiorze uporzadkowanych danych dotyczacych wplat do urzgdow skarbowych z tytutu podatku
dochodowego pracownikow firmy DINFO juz wczeéniej znalezlismy 50-ty percentyl (czyli mediang).
Znajdzmy teraz w naszym szeregu kwartyl pierwszy Qq, zwany tez kwartylem dolnym:

698, 856, 938, 1030, 1044, 1278, 1350, 1505, 1860, 2056, 2584, 2802, 3668, 4580, 5322
T Me= Qz

Kwartyl pierwszy Q; jest wartoscia tego elementu w zbiorze uporzgdkowanym, ktory jest mediang z potowy
obserwacji polozonych ponizej kwartyla drugiego Q,. A wigc szukamy mediany z wartosci w zbiorze
ponizej 1505 zt:

698, 856, 938, 1030, 1044, 1278, 1350

TQl

Poniewaz Q; to tez 25-ty percentyl, wigc jego pozycje mozemy tez znalez¢ wykorzystujac wzor:
(n+1)-25_ (15+1)-25_ 4
100 100 ’
czyli na czwartej pozycji (X;) w naszym zbiorze znajduje si¢ warto$¢ kwartyla pierwszego Q.= 1030 zt.
Oznacza to, ze 25% (1/4) os6b w firmie DINFO zaptacita za 2003 rok podatek dochodowy w wysokos$ci nie
wigkszej niz 1030 zlotych, a 75% (3/4) os6b w wysokos$ci nie mniejszej niz 1030 ztotych.

Pozostat nam jeszcze do odszukania kwartyl trzeci Qs zwany kwartylem gérnym. Jest on
wartos$cig tego elementu w uporzadkowanym zbiorze, ktory jest mediang z potowy obserwacji potozonych
powyzej kwartyla drugiego Q.

W naszym przyktadzie nalezy wiec szuka¢ kwartyla Q3 z wartosci elementow:
1860, 2056, 2584, 2802, 3668, 4580, 5322

T Qs

Poniewaz kwartyl trzeci jest rOwnoczesnie 75-tym percentylem wiec jego pozycje znajdujemy zgodnie ze
wzorem:

(n+1)-75_ (15+1)-75= 12,
100 100
czyli na dwunastej pozycji (X)) w naszym catym uporzadkowanym zbiorze wplat z tytutu podatku
dochodowego znajduje si¢ wartos¢ Qz = 2802.
Oznacza to, ze 75% (3/4) osob w firmie DINFO dokonato wptat z tytutu podatku dochodowego w
wysokosci nie wigkszej od 2802 zt., a 25% (1/4) 0s6b w wysokosci nie mniejszej niz 2802 zi.

Jesli materiat statystyczny zostat pogrupowany w klasy bez przedziatow (przyktad 3, 10 ) wowczas pozycje
kwartyla pierwszego wyznaczamy :

n 3n

N =—, = —
g’ "B 4

Dla szeregu rozdzielczego wyznaczenie kwartyli poprzedza si¢ ustaleniem ich pozycji:

Kwartyl pierwszy Q1 Kwartyl trzeci Q3
m-1 m-1
A [ Z b2 NQ; - Z #
Ql = xﬂm + =l ’ 'hm QE = xl]:w + =L "'Eg:w
e Mo
N, —S._ No, —=Sis
Ql — XQl + Ql i-1 h Q3 — XQ3 + Q3 1 h
Ng Nq
1 3

gdzie: X, -dolna granica przedziatu, w ktérym jest kwartyl,

h - rozpietos¢ przedziatu, w ktérym jest mediana,
Sy - skumulowane (zsumowane) liczebnosci przedziatow poprzedzajacych przedziat kwartyla,

Ng - liczebno$¢ rzeczywista przedziatu, w ktorym jest kwartyl.



PRZYKLAD 11:

W tabeli 10 podano odsetek kobiet petnozatrudnionych z wyzszym wyksztatceniem wedtug przedzialow
wynagrodzen w pewnym wojewoddztwie w pazdzierniku 2002 roku, natomiast w tabeli 11 odsetek
mezczyzn. Poniewaz przedstawione dane statystyczne sa pogrupowane w przedziaty, ponadto dwa z nich
(pierwszy 1 ostatni) sg otwarte, dlatego przy opisie tej zbiorowosci nalezaloby wykorzysta¢ parametry
pozycyjne.

Kobiety z wyzszym wyksztalceniem, petnozatrudnione wedlug wysokosci wynagrodzenia w pazdzierniku
2002 roku w jednym z wojewodztw

wynagrodzenie (w zt) odsetek kobiet skumulowany odsetek kobiet
X W; Wey
do 800 zt 2,1 2,1
800 — 1000 4,3 6,4
1000 - 1500 6,6 13,0
1500 — 2000 przedziat Q, 15,5 28,5
2000 — 2500 przedziat Q, 28,1 56,6
2500 — 3000 17,4 74,0
3000 - 3500 przedziat Qs 17,0 91,0
3500 — 4000 3,8 94,8
4000 — 4500 2,5 97,3
4500 — 5000 1,2 98,5
5000 - 5500 0,9 99,4
5500 — 6000 0,4 99,8
powyzej 6000 0,2 100

Zrodlo: szacunek whasny na podstawie danych US we Wroclawiu

Mgzcezyzni z wyzszym wyksztalceniem, petnozatrudnieni wedtug wysokosci wynagrodzenia w pazdzierniku
2002 roku w jednym z wojewodztw

wynagrodzenie (w zt) odsetek mezczyzn skumulowany odsetek m¢zczyzn
Xi w, W,
do 800 zt 0,2 0,2
800 — 1000 1,3 1,5
1000 — 1500 4,3 5,8
1500 — 2000 przedziat Q, 20,1 25,9
2000 — 2500 15,7 41,6
2500 — 3000 przedziat Q, 11,0 52,6
3000 — 3500 8,7 61,3
3500 — 4000 8,3 69,6
4000 — 4500 przedziat Qs 8,5 78,1
4500 — 5000 7,7 85,8
5000 — 5500 55 91,3
5500 — 6000 51 96,4
powyzej 6000 3,6 100




PRZYKLAD cd 11:
Przecigtne wynagrodzenie kobiet jak 1 mezczyzn z wyzszym wyksztalceniem w rozpatrywanym
wojewodztwie w pazdzierniku 2002 r. okresli mediana, czyli kwartyl drugi:

- dla kobiet: Me = 2000+w.500: 2000 + 382,6 =2382,6 zt.

90-416 0=2500+381.8 =2881.8 7L

- dla mezczyzn: Me = 2500+
Jak widzimy przecig¢tny poziom wynagrodzen mezczyzn z wyzszym wyksztatlceniem w pazdzierniku 2002
roku w rozpatrywanym wojewodztwie byt wyzszy od przecietnego poziomu dla kobiet o prawie 500 ztotych.
Potowa petnozatrudnionych kobiet z wyzszym wyksztatlceniem nie przekroczyta wynagrodzenia 23826 zt,
natomiast polowa mezczyzn nie przekroczyla wynagrodzenia 2881,8 zl., pozostala potowa kobiet i
mezczyzn otrzymywata wynagrodzenie powyzej mediany.
Z kolei na podstawie obliczonego kwartyla pierwszego:

- dla kobiet: Q1 =1500+ 25-13 -500= 1500 + 387,1 = 1887,1 zlotych oraz
. 25-58 _ _
- dla me¢zezyzn: Q1 =1500+ T -500=1500 + 477,6 = 1977,6 ztotych,

stwierdzamy, ze 25% kobiet badanej populacji otrzymywata wynagrodzenie ponizej 1887 ztotych a 75%
tych kobiet przekroczyta ten poziom ptac. Wyzszy poziom kwartyla pierwszego wynagrodzen dla mezczyzn
$wiadczy o tym, ze wigkszo$¢ mezczyzn (75%) zarabia wigcej niz kobiety t.j. powyzej 1977,6 zt.

Jezeli policzymy jeszcze kwartyl trzeci:

- dla kobiet: Q, =3000+ >—'4

-500= 3000 + 29,4 = 3029,4 zt oraz

75-69,6

- dla me¢zezyzn: Q3 =4000+ .500=4000 + 317,6 =4317,6 zt

to widzimy, ze warto$¢ trzeciego kwartyla wynagrodzen dla mezczyzn przewyzsza o 1882 ztotych poziom
odpowiedniego kwartyla wynagrodzen dla kobiet. 75% petnozatrudnionych mezczyzn z wyzszym
wyksztatceniem w pazdzierniku 2002 roku otrzymywato wynagrodzenie ponizej 4317,6 zk., natomiast ten
sam odsetek kobiet nie pobierat wickszego wynagrodzenia niz 3029,4 ztotych.

DOMINANTA /MODALNA

Czesto wykorzystywanym przecigtnym parametrem pozycyjnym jest dominanta, czyli warto$¢
najczestsza (zwana tez w literaturze modalng). Jest to ta warto$¢, ktora w zbiorze danych statystycznych (
X1 Xy, Xy, Xy ) Wystepuje najezeseiej (najliczniej) i mozemy wowczas powiedzie¢, ze ona dominuje nad

innymi warto$ciami.

PRZYKLAD 12:

Akcje Spotki Akeyjnej ,,FEMAG” w czasie kolejnych notowan gieldowych w ostatnim kwartale 2003 roku
osiagnety nastepujgce wartosci (w zt): 36, 41, 29, 39, 40, 36, 36, 31, 30, 30, 32, 36, 33, 38, 31, 31, 33, 28,
35, 35, 38, 41, 36, 36, 31, 30, 30, 31, 32, 35, 38, 29, 36, 39, 41, 40, 29, 28, 29, 31, 31, 33, 36, 34, 38, 31, 37,
35, 30, 37, 28, 29, 34, 39, 36, 41, 38, 40, 31, 30, 30, 28, 32, 35, 36, 32,31, 33.

Jezeli zbior danych statystycznych jest liczny, wowczas aby znalez¢ warto$¢ dominujaca, w naszym
przyktadzie cen¢ akcji o najwigkszej liczbie powtorzen) mozna wartosci zbioru uporzadkowac: 28,28,28,28,
29,29,29,29,29, 30,30,30,30,30,30,30, 31,31,31,31,31,31,31,31,31,31, 32,32,32,32, 33,33,33,33, 34,34,
35,35,35,35,35, 36,36,36,36,36,36,36,36,36,36, 37,37, 38,38,38,38,38, 39,39,39, 40,40,40, 41,41,41,41. Jak
wynika z wyliczen w ostatnim kwartale roku 2003 notowania Spoétki ,,FEMAG” najczesciej osiggaty (bo az
10 razy) ceng¢ 31 zt i cene 36 zt.

Obie te wartosci uznajemy jako dominanty: D;=31 zt i D,=36 zt.

W przypadku danych pogrupowanych w przedzialy klasowe wyznaczenie dominanty sprowadza si¢ do
wskazania przedzialu, w ktérym znajduje si¢ dominanta, a nastgpnie obliczenia jej wartosci w oparciu o
interpolacje. Chcac ja oszacowac rozpigtosci przedziatow klasowych muszg by¢ rowne. Przedziatem
dominanty jest przedzial o najwigkszej liczebnosci. Z kolei warto§¢ dominanty wyznaczamy w sposéb
przyblizony, wewnatrz przedziatu dominanty wykorzystujac wzor:



gdzie: D - warto$¢ dominanty,
b dolna granica przedzialu dominanty,

Mo _ liczebnosé przedzialu dominanty,

No-1- liczebnogé przedzialu poprzedzajacego przedzial dominanty,

Nb.1- liczebnosé przedziatu nastepujacego po przedziale dominanty,

PRZYKLAD 14:

Jezeli przypatrzymy si¢ zbiorowi danych (z przyktadu 3), to stwierdzamy, ze przedziat 25-30 lat odznacza
si¢ najwieksza liczebnoscig (w przykladzie liczba urodzen zywych), a wiec w tym przedziale miesci si¢
warto$¢ dominanty (co zaznaczono ponizej).

Wiek matki (w latach) Liczba urodzen (w tys.) odsetek urodzen
<Xi; X)) n; W,
15-20 24,3 6,9
20-25 106,4 30,1
25-30 przedziat dominanty 1271 n__=n 35,9
30-35 30 ° 17,8
35-40 25’ 8 7,3
40-45 6,7 1,9
45-50 : 0,1
0,3

I wlasciwie mozemy poprzestaé¢ na wskazaniu tego przedziatu. Jednak, jezeli chcemy doktadniej oszacowaé
warto$¢ dominanty, postugujemy si¢ podanym wcze$niej wzorem (...). Warto$§¢ dominanty bedzie wigksza
od granicy dolnej a mniejsza od granicy gornej przedzialu, w ktorym si¢ znajduje. Podstawiajac do wzoru
otrzymujemy:
5. 1271-106,4

(1271-106,4)+(1271-63)
Otrzymany wynik oznacza, ze najwigksza liczba kobiet rodzacych w Polsce w 2002 roku charakteryzowata
si¢ wiekiem 26,2 roku. A zatem wyznaczona warto$¢ dominanty miesci si¢ w wyznaczonym przedziale.

Na uwage zastuguje tez fakt, ze wartos¢ dominanty nie zmieni si¢, jezeli w pogrupowanym zbiorze

danych wystapig odsetki zamiast liczebno$ci absolutnych. Podstawiajac w miejsce liczebnosci odsetki
zamieszczone w 3 kolumnie tabeli .... otrzymujemy:

D25 359-301
(359-30,1)+(359-17,8)

D= -5=25+1,2=26,2

-5=25+1,22=26,2

Poniewaz wzor, ktorym postuzyliSmy si¢ do oszacowania wartoSci dominanty, zbudowany jest na
podstawie zalozenia, iz w obrgbie klasy najliczniejszej i dwoch sasiednich rozklad cechy jest opisany
funkcja kwadratowa, wigc liczebno$¢ przedziatdow znajdujacych si¢ bezposrednio przed przedziatem
dominanty i po nim nie moze wynosi¢ zero. A wigc nie jest wskazane obliczanie dominanty z danych
pogrupowanych w przedziaty klasowe, jezeli najwigksza liczebnos$¢ znajduje si¢ w przedziale skrajnym.

WYKRES PUDELKOWY

Najwigcej informacji przydatnych do analitycznego badania zbiorow danych dostarcza nam wykres
pudetkowy (box plot), zwany tez ,,pudetkiem z wagsami” (box-and-whisker plot). Wprowadzit go stosunkowo
niedawno (w 1977 r.) J.Tukey. Wykres pudetkowy, bardzo przydatny w opisie statystycznym, upowszechnit
si¢ wraz z pakietami statystycznymi. Sg na nim przedstawione podstawowe statystyki opisowe, takie jak:
mediana, kwartyl pierwszy i trzeci, warto$ci podejrzane o nietypowe oraz tzw. wartosci odstajace
(ekstremalne) czyli takie, ktore wyraznie odbiegaja od pozostalych wartosci zbioru danych. Ponadto na
podstawie wykresu pudetkowego mozemy okresli¢ rozproszenie wartosci i asymetri¢ rozktadu.
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MIARY ROZPROSZENIA

Przy opisie statystycznym réznych zbioréw danych (zbiorowo$ci) nie wystarczy poprzesta¢ na zastosowaniu
miar potozenia, lecz nalezy tez okresli¢ stopien zréznicowania tych danych (jednostek). Parametry opisowe,
ktore tutaj wykorzystamy okreslamy mianem miar rozproszenia lub zmiennosci. Miary zmiennosci okreslaja
liczbowo stopien zrdéznicowania obserwacji /elementoéw/ w badanym zbiorze danych (t.j. stopien w jakim
poszczegblne wartosci zbioru odbiegaja od wartosci sredniej).

Bywa tak, ze $rednie wynikéw obserwacji dwoch zbiorow sa jednakowe, a mimo to zbiory te roznig
si¢ migdzy sobg stopniem zmienno$ci i skupieniem poszczegdlnych wartoSci wokot Sredniej. W takim
przypadku wnioskowanie na podstawie tylko $rednich arytmetycznych tych zbiorow jest niewystarczajace.



PRZYKLAD 15:

W zwiazku z naptywem do Wroctawia kapitatu japonskiego, jedna z wroctawskich szkot jezykow obcych,
uruchomita kurs nauki jezyka japonskiego. Utworzono dwie grupy 7 osobowe. Pierwsza stanowily osoby w
wieku 20-35 lat, drugg osoby powyzej 35 roku zycia. Na zakonczenia I semestru nauki kursanci otrzymali
nastgpujace Wyniki z testu :

I grupa: 100, 115, 130, 140, 150, 165, 180;

Il grupa: 125, 130, 135, 140, 145, 150, 155.

Jak si¢ okazato §rednia oraz mediana liczby uzyskanych punktow z testu w obu grupach byta jednakowa, rowna
140 punktdéw, a jednak wyniki poszczegdlnych oséb w tych grupach znacznie si¢ r6znig (rys.1).

Poréwnanie wartosci testu w I i II grupie
100 105 110 115 120 125 130 135 - 145 150 155 160 165 170 175 180
125 130 135 145 150 155
Zauwazmy, ze wyniki testu osiggnicte przez osoby mtodsze sa bardziej rozproszone niz wyniki osob starszych.
Wyniki tej grupy leza dalej od $redniej liczby punktéw (rownej 140) niz wyniki grupy drugiej. Wyniki testu
grupy drugiej sa skupione blisko siebie, a wiec mato zréznicowane.

Z przedstawionego przyktadu wynika, ze aby gruntowniej opisa¢ zbiory analizowanych danych, nalezy
oprocz obliczenia $redniej arytmetycznej czy mediany, réwniez ustalic w jakim stopniu wyniki
poszczegblnych obserwacji r6znig si¢ od siebie, a wiec nalezy dokona¢ pomiaru ich rozproszenia. Przy opisie
statystycznym $rednia jest parametrem prawidlowym w odniesieniu do zbioru o niewielkim zréznicowaniu
wynikéw obserwacji. Gdy wystepuje wzrost zréznicowania badanej cechy, to $rednia traci swoja wartos¢
poznawczg i wowczas opis powinien by¢ uzupetniony o parametry rozproszenia.

Do pomiaru rozproszenia /zmienno$ci/ wartosci w badanym zbiorze danych stuza parametry rozproszenia,
zwane tez parametrami zmiennosci. Zaliczamy do nich m.in.:

e rozstep,

e odstep migdzykwartylowy,

e wariancje,

e odchylenie standardowe i ¢wiartkowe,

e  wspotczynnik zmiennosci.

ROZSTEP I ODSTEP MIEDZYKWARTYLOWY

Rozstep jest réznicg migdzy wartoscig najwigksza i najmniejszg w analizowanym zbiorze danych:

R= Xmax - Xmin
Podobnym parametrem rozproszenia, aczkolwiek czesciej uzywanym jest odstep miedzykwartylowy —
roéznica miedzy kwartylem trzecim Qs i pierwszym Qy :

IQR= Qs - Q.

PRZYKLAD 15B:
W przyktadzie w zbiorach wynikow testu jezykowego rozstepy wynosza odpowiednio:

100 105 110 115 120 125 130 135 145 150 155 160 165 170 175 180
125 130 135 145 150 155

dlagrupy I: R, =180-100=80,

dla grupy Il: R; = 155-125 = 30. Wida¢ wigc, ze rozstep wartosci punktow w grupie osob mitodszych byt
wigkszy niz wsrod osob starszych wiekiem (grupa II). Grupa I wykazuje wigksza zmienno$¢ wartosci wynikow
testu — wigksze rozproszenie.

Rozstep jest parametrem rozproszenia zaleznym tylko od dwoch skrajnych wartosci zbioru danych, ktére czgsto
roznig si¢ istotnie od pozostatych wartosci. Dlatego jest to miara o matej wartosci poznawczej.

Odstep migdzykwartylowy w przytoczonym przyktadzie 16 dla pierwszej grupy wynosi IQR=165-115 = 50,
natomiast dla drugiej grupy: IQR=150-130 =20.




Jak wida¢, z podanych dwdch parametrow rozproszenia badanego zbioru danych odstep miedzykwartylowy
jest mniej wrazliwy na wyniki skrajne.

WARIANCJA | ODCHYLENIE STANDARDOWE

Wariancja jest parametrem rozproszenia, ktory mierzy przecigtny kwadrat odchylenia
poszczegdlnych obserwacji badanej cechy od $redniej arytmetycznej w zbiorze danych statystycznych.
Jezeli wyniki obserwacji z populacji skonczonej oznaczymy jako X, X,, X;,..., X, , {0 wariancj¢ obliczymy
Ze Wzoru:

2 1< Y \2
S :;'Z(Xi‘x)'
i=1

Natomiast, gdy wyniki obserwacji dotyczace populacji zostaty uporzadkowane i pogrupowane w k- Klas
wowczas wariancj¢ obliczamy wedtug wzoru:

k —
SZ:%-Z(Xi—X)Z-ni
i=1

Jezeli wyniki obserwacji zostaly pogrupowane w przedzialy klasowe, wowczas analogicznie jak przy
obliczaniu $redniej arytmetycznej wykorzystujemy $rodki przedziatow klasowych ( X; ).

Kiedy nasze wyniki obserwacji pochodza z matej proby, to obliczajac wariancj¢ w mianowniku we wzorze
zamiast ,,n” umieszcza si¢ ,,N —1”- jako liczebnos$¢ tej proby. Jak wynika ze wzoru, wariancja jest zawsze
wielko$cig nieujemna i mianowang. Jej mianem jest kwadrat jednostki w jakiej dokonano pomiaru wynikow
obserwacji. Im wigksza jest jej warto$¢, tym silniejsze jest zroznicowanie wartos$ci badanej cechy.

Przy ocenie rozproszenia wykorzystujemy w istocie pierwiastek kwadratowy z wariancji — zwany
odchyleniem standardowym. Jest to najczeSciej uzywany i najbardziej precyzyjny parametr rozproszenia,

oznaczany jako:
S =+/S%.

W typowym zbiorze danych 95% obserwacji lezy w przedziale dwoch odchylen standardowych wokot
$redniej:
(X -2S, X +25).

PRZYKLAD 15B:
Zwr6¢my uwage na wyniki testow Srednia oraz mediana liczby uzyskanych punktéw z testu w obu grupach byta
jednakowa, réwna 140 punktéw. Wyznaczmy rozproszenie otrzymywanych wynikow.

100 105 110 115 120 125 130 135 145 150 155 160 165 170 175 180
125 130 135 145 150 155

Podstawiajgc do wzoru na wariancje otrzymujemy:

S%= 1 [(-40)? + (-35)% + (-30)? + (-25)? + (-20)% +...+ 30% +35% + 40%] =600pkt.
17
Natomiast odchylenie standardowe ptac pracownikéw tego dzialu wynosi:

S = /S? = /600 =245pkt.

Oznacza ono, ze wyniki z testu r6znig $rednio od przecietnego wyniku 0 24,5pkt.

W grupie drugiej:

S%= 1 [(-15)2 + (-10)% + (-5)? + (0)% + (5)% +10% +35% + 15?] =100pkt.
17
Natomiast odchylenie standardowe ptac pracownikow tego dziatu wynosi:

S = /S? = 100 =10pkt,

Oznacza ono, ze wyniki z testu w I grupie r6znig $rednio od przecigtnego wyniku 0 10pkt.




WSPOLCZYNNIK ZMIENNOSCI

Poniewaz $rednie ptace w tych grupach nie rdznig si¢ wiec porownujac wielkos¢ odchylenia standardowego
mozna oceni¢ wielko$¢ zroznicowania. Jednak gdy §rednie znacznie si¢ r6znig, wigc dla poréwnania stopnia
zréznicowania nalezy skorzysta¢ ze stosunkowego /wzglednego/ parametru rozproszenia jakim jest
wspotczynnik zmiennosci, liczony wedtug wzoru:
V=100,
X

Wspotczynnik zmiennosci mierzy wielko$¢ zroznicowania obserwacji w zbiorze danych w postaci liczby
niemianowanej, ktéra jest odsetkiem warto$ci odchylenia standardowego w stosunku do $redniej
arytmetycznej.

Jego warto$¢ bliska zeru §wiadczy, ze obserwacje w badanym materiale statystycznym sg jednorodne.

Natomiast im bardziej warto$ci sa zrdznicowane, tym wiekszy jest wspotczynnik zmienno$ci. Ponadto

wspotczynnik zmiennosci moze by¢ przydatny przy poréwnywaniu zréznicowania takich wielkosci jak

wydajno$¢ pracy, czas pracy, absencja w pracy, w roznych przedsigbiorstwach i instytucjach czy dzialach
jednego przedsigbiorstwa. Wynika to z faktu, ze odchylenie standardowe jest miara bezwzgledna, wigc nie
pozwala na poréwnanie zmiennosci cech o roznych mianach.

Podstawowe wiasnosci odchylenia standardowego:

Wiasno$é 1: Jego wartos¢ nie ulega zmianie gdy:

a) liczebnosci w zbiorze zawierajacym dane pogrupowane zostang wyrazone w liczbach wzglednych
(czestosci, procenty),
b) dodamy lub odejmiemy od wszystkich warto$ci w zbiorze jakakolwiek (t¢ sama) liczbe.

Wiasno$é 2: Jezeli wszystkie wartosci w materiale statystycznym pomnozymy lub podzielimy przez
jakakolwiek (te sama) liczbe r6zna od zera, to odchylenie standardowe bedzie tylokrotnie mniejsze
lub wigksze.

Wiasno$é 3: Jest parametrem najbardziej precyzyjnym sposrod parametrow rozproszenia.

ODCHYLENIE CWIARTKOWE I POZYCYJNY WSPOLCZYNNIK ZMIENNOSCI

Jezeli nie mozemy lub nie chcemy postuzy¢ si¢ $rednig arytmetyczng, bo n.p. w badanym zbiorze danych
wystepuja duze odchylenia wartosci ekstremalnych czy tez przedziaty w danych pogrupowanych sg otwarte,
wowczas mozemy postuzy¢é si¢ odpowiednio pozycyjnymi miarami zréznicowania: odchyleniem
¢wiartkowym i1 kwartylowym wspoétczynnikiem zmienno$ci opartym na parametrach pozycyjnych:

[(Qs _Me)+(Me _Ql)] |QR
Q= 2 "

vo =2 100
M

e




PRZYKLAD 16:

Wréémy do przyktadu o miesigcznych wynagrodzeniach pracownikow dzialu Inwentaryzacji. Przecigtna ptaca
wynosita 1100 zl. Wyznaczmy rozproszenie otrzymywanych wynagrodzen. Podstawiajac do wzoru na
wariancj¢ otrzymujemy:

S2= %[(—350)2 +(-220)% + (-250)% + (-200)? + (-170)? + (-110)? + (-100)? + 1400°] = 285550z}

Natomiast odchylenie standardowe ptac pracownikéw tego dziatu wynosi:

S = /8% = /285550= 534,37 zt.

Oznacza ono, ze ptace tychze pracownikoéw roznig srednio od przecigtnej ptacy o 534,37 zt.

Nasuwa si¢ pytanie czy place pracownikow innych dzialdbw w tym urzedzie sa tak samo zroéznicowane? Na
podstawie listy ptac obliczono $rednig ptace i odchylenie standardowe pracownikéw w dwoch kolejnych
dziatach, tj. w dziale Ksiggowosci i dziale Promocji Miasta. Otrzymano nast¢pujace wyniki:

dla dzialu Ksiegowosci -~ Xk =1800zt , S, = 5352,
dla dziatu Promocji Miasta - YP =1650 zt, SP = 1257zt.

PRZYKLAD c.d 16:
Wigc w celu porownania rozproszenia plac w trzech dziatach obliczono wspotczynniki zmiennosci:

53437

Dla dziatu Inwentaryzacji: : V= -100 = 48,6%,
1100

) ) : 535
Dla dziatu Ksiggowosci: Vg = —— -100=29,7%,
1800

. o 125
Dla dziatu Promocji Miasta: Vp= ——-100=7,6%,
1650

Najmniej zréoznicowana wysoko$¢ wynagrodzen wystapita wrod pracownikéw dziatu Promocji Miasta.
Zatem zréznicowanie plac pracownikow dziatu Inwentaryzacji jest ponad sze$¢ razy wigksze od
zmiennosci ptac pracownikow dziatu Promocji Miasta.

MIARY ASYMETRII

Miary rozproszenia poszerzaja nasza wiedz¢ o strukturze zbiorowos$ci poprzez wskazanie, w jakim stopniu
warto$ci poszczegdlnych elementéw w zbiorze danych koncentruja si¢ wokot wielkosci centralnej tego
zbioru. Natomiast nie opisuja nierownomiernosci roztozenia obserwacji badanego zbioru wokét wartosci
sredniej arytmetycznej. Problem ten rozwigzuja miary asymetrii.

Miara asymetrii obliczana z wartosci wszystkich obserwacji zbioru, to tzw. klasyczny wspodtczynnik
asymetrii obliczany wedtug wzoru:

L3 (% - X)?
L=
KS -_— T

Jezeli natomiast warto$ci obserwacji zostaly pogrupowane w szereg rozdzielczy, woéwczas wzoOr na
wspotczynnik asymetrii przedstawia si¢ nastgpujaco:

EZ(Xi _Y)S'ni
_ N
= 53

W przypadku grupowania warto$ci zbioru danych w przedziaty klasowe, wowczas analogicznie jak przy

Ks

obliczaniu $redniej arytmetycznej wykorzystujemy srodki przedziatéw klasowych (Xi ).

Wspolczynnik ten okresla kierunek i natezenie (sil¢) asymetrii. Moze by¢ wykorzystany do
poréwnywania asymetrii zbioréw danych wyrazonych w réznych jednostkach miary. Jednak wadg tej miary
jest brak okres$lonych granic jej zmiennoSci.

Jezeli K0 wowcezas wystepuje asymetria prawostronna, w badanym zbiorze przewazaja
obserwacje, ktorych warto$ci sg mniejsze od sredniej. Z kolei, gdy Ks<0 to mamy asymetri¢ lewostronng, w
badanym zbiorze przewazajg obserwacje, ktorych wartosci sg wigksze od Sredniej arytmetycznej.



PRZYKLAD 17:
Wykorzystujac wczesniejsze obliczenia dotyczace przecietnej liczby osoéb w gospodarstwach domowych w
Polsce w 2002 roku oraz odchylenia standardowego sprawdzmy asymetri¢ rozktadu tych gospodarstw.
Obliczenia pomocnicze przy wyznaczaniu asymetrii
Liczba 0sob w Liczba
gospodarstwie | gospodarstw w3 Y3, Y \4 CY\4
domowym | domowych | % XD | (X = X)Tem | (X = X)T (X = X)Temy
(X (ny)
1 3307 -6,03 -19941,21 10,97 36277,79
2 3097 -0,55 -1703,35 0,45 1393,65
3 2654 0,01 26,54 0,001 2,65
4 2405 1,64 3944,20 1,94 4665,70
5 1086 10,36 11250,96 22,59 24532,74
6 462 32,16 14857,92 102,26 4724412
7 326 73,03 23807,78 305,28 99521,28
sumy 13337 X 32242,84 X 213637,93
Podstawiajac do wzoru otrzymujemy:
13 3
HZ(XFX) N1 3504084
K = —=L = 13337 =2418- 0 649
S° 155° 3,724
Wynik ten §wiadczy o tym, iz rozktad gospodarstw domowych wedtug liczby oséb charakteryzuje si¢ stabg
asymetrig prawostronna, tzn. przewazaja gospodarstwa o liczbie osob wigkszej niz 2,88.

W sytuacji, gdy zbiér wynikdéw jest pogrupowany i wystepuja w nim przedzialy otwarte, utrudniajace
obliczenie $redniej arytmetycznej i odchylenia standardowego, wowczas dla okreslenia asymetrii mozemy
postuzy¢ sie tzw. pozycyjnym wspolczynnikiem skosnosci, opartym na kwartylach:
_Q+Q -2M,

IQR '
Jest to miara unormowana, ktora przyjmuje wartosci z przedziatu [-1; 1]. A wigc moze by¢ tez wykorzystana
do mierzenia nat¢zenia asymetrii. W zbiorze danych o asymetrii prawostronnej (dodatniej - Ko>0) kwartyl
pierwszy znajduje si¢ blizej mediany niz kwartyl trzeci, a przy asymetrii lewostronnej (ujemnej - Ko<0)

Q

zachodzi sytuacja odwrotna , czyli kwartyl pierwszy jest bardziej oddalony od mediany niz kwartyl trzeci.
Nalezy jednak pamigtaé, ze wspolczynnik skosnosci oparty na kwartylach bada asymetri¢ tylko na polowie
wynikow obserwacji, tylko tych ktore maja wartosci miedzy Q, i Q.

PRZYKLAD 18:

Wykorzystujac obliczone parametry pozycyjne potozenia w przyktadzie 15 dotyczacym wynagrodzenia kobiet i
mezczyzn z wyksztalceniem wyzszym w pewnym wojewodztwie, w pazdzierniku 2002 r., zbadano asymetrig
wynagrodzen dla obu rozpatrywanych grup:

- dla kobiet
Q,+Q,—2M_ 30294+18871-2-23826
KQ: = 20,13,
IQR 11423
- dla m¢zezyzn
Ko = 4317,6+1977,6—2-2881820’23_

2340

Obliczone wspoétczynniki skosnosci sa dodatnie, zatem obie badane zbiorowosci pod wzgledem
wynagrodzen charakteryzuje asymetria prawostronna. Aczkolwiek jej nat¢zenie dla zbiorowosci kobiet jest
stabsze.




